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专题 03 导数及其应用（选填题）（理科专用）

1．【2022年全国甲卷】已知� = 31
32

, � = cos 1
4

, � = 4sin 1
4
，则（ ）

A．� > � > � B．� > � > � C．� > � > � D．� > � > �

【答案】A

【解析】

【分析】

由
�
�

= 4tan 1
4
结合三角函数的性质可得� > �；构造函数�(�) = cos� + 1

2
�2 − 1, � ∈ (0, + ∞)，

利用导数可得� > �，即可得解.

【详解】

因为
�
�

= 4tan 1
4
,因为当� ∈ (0, π

2
), sin� < � < tan�

所以 tan 1
4

> 1
4
,即

�
�

> 1,所以� > �；

设�(�) = cos� + 1
2

�2 − 1, � ∈ (0, + ∞)，

�'(�) =− sin� + � > 0，所以�(�)在(0, + ∞)单调递增，

则� 1
4

> �(0)=0,所以 cos 1
4

− 31
32

> 0，

所以� > �,所以� > � > �，

故选：A

2．【2022年新高考 1卷】设� = 0.1e0.1, � = 1
9
，� =− ln0.9，则（ ）

A．� < � < � B．� < � < � C．� < � < � D．� < � < �

【答案】C

【解析】

【分析】

构造函数�(�) = ln(1 + �) − �， 导数判断其单调性，由此确定�, �, �的大小.

【详解】

设�(�) = ln(1 + �) − �(� >− 1)，因为�'(�) = 1
1+�

− 1 =− �
1+�

，

当� ∈ ( − 1,0)时，�'(�) > 0，当� ∈ (0, + ∞)时�'(�) < 0，

所以函数�(�) = ln(1 + �) − �在(0, + ∞)单调递减，在( − 1,0)上单调递增，
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所以�( 1
9

) < �(0) = 0，所以 ln 10
9

− 1
9

< 0，故
1
9

> ln 10
9

=− ln0.9，即� > �，

所以�( − 1
10

) < �(0) = 0，所以 ln 9
10
+ 1

10
< 0，故 9

10
< e− 1

10，所以 1
10
e

1
10 < 1

9
，

故� < �，

设�(�) = �e� + ln(1 − �)(0 < � < 1)，则�'(�) = �+1 e� + 1
�−1

= �2−1 e�+1
�−1

,

令ℎ(�) = e�(�2 − 1)+1，ℎ'(�) = e�(�2 + 2� − 1)，

当 0 < � < 2 − 1 时，ℎ'(�) < 0，函数ℎ(�) = e�(�2 − 1)+1 单调递减，

当 2 − 1 < � < 1 时，ℎ'(�) > 0，函数ℎ(�) = e�(�2 − 1)+1 单调递增，

又ℎ(0) = 0，

所以当 0 < � < 2 − 1 时，ℎ(�) < 0，

所以当 0 < � < 2 − 1 时，�'(�) > 0，函数�(�) = �e� + ln(1 − �)单调递增，

所以�(0.1) > �(0) = 0，即 0.1e0.1 >− ln0.9，所以� > �

故选：C.

3．【2021年新高考 1卷】若过点  ,a b 可以作曲线 exy  的两条切线，则（ ）

A． eb a B． ea b

C．0 eba  D．0 eab 

【答案】D

【解析】

【分析】

解法一：根据导数几何意义求得切线方程，再构造函数，利用导数研究函数图象，结合图形

确定结果；

解法二：画出曲线 xy e 的图象，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x轴上方时才可以

作出两条切线.

【详解】

在曲线 xy e 上任取一点  , tP t e ，对函数 xy e 求导得 exy  ，

所以，曲线 xy e 在点 P处的切线方程为  t ty e e x t   ，即  1t ty e x t e   ，

由题意可知，点  ,a b 在直线  1t ty e x t e   上，可得    1 1t t tb ae t e a t e      ，

令    1 tf t a t e   ，则     tf t a t e   .
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当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递增，

当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递减，

所以，    max
af t f a e  ，

由题意可知，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点，则  max
ab f t e  ，

当 1t a  时，   0f t  ，当 1t a  时，   0f t  ，作出函数  f t 的图象如下图所示：

由图可知，当 0 ab e  时，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点.

故选：D.

解法二：画出函数曲线 xy e 的图象如图所示，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x轴

上方时才可以作出两条切线.由此可知 0 ab e  .
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故选：D.

【点睛】

解法一是严格的证明求解方法，其中的极限处理在中学知识范围内需要用到指数函数的增长

特性进行估计，解法二是根据基于对指数函数的图象的清晰的理解与认识的基础上，直观解

决问题的有效方法.

4．【2020年新课标 1卷理科】函数 4 3( ) 2f x x x  的图像在点 (1 (1))f， 处的切线方程为（ ）

A． 2 1y x   B． 2 1y x  

C． 2 3y x  D． 2 1y x 

【答案】B

【解析】

【分析】

求得函数  y f x 的导数  f x ，计算出  1f 和  1f  的值，可得出所求切线的点斜式方程，

化简即可.

【详解】

  4 32f x x x  ，   3 24 6f x x x   ，  1 1f   ，  1 2f    ，

因此，所求切线的方程为  1 2 1y x    ，即 2 1y x   .

故选：B.
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【点睛】

本题考查利用导数求解函图象的切线方程，考查计算能力，属于基础题

5．【2020年新课标 3卷理科】若直线 l与曲线 y= x和 x2+y2=
1
5
都相切，则 l的方程为（ ）

A．y=2x+1 B．y=2x+ 1
2 C．y= 1

2 x+1 D．y= 1
2 x+

1
2

【答案】D

【解析】

【分析】

根据导数的几何意义设出直线 l的方程，再由直线与圆相切的性质，即可得出答案.

【详解】

设直线 l在曲线 y x 上的切点为  0 0,x x ，则 0 0x  ，

函数 y x 的导数为
1

2
y

x
  ，则直线 l的斜率

0

1
2

k
x

 ，

设直线 l的方程为  0 0
0

1
2

y x x x
x

   ，即 0 02 0x x y x   ，

由于直线 l与圆
2 2 1

5
x y  相切，则

0

0

1
1 4 5
x
x


 ，

两边平方并整理得
2
0 05 4 1 0x x   ，解得 0 1x  ， 0

1
5

x   （舍），

则直线 l的方程为 2 1 0x y   ，即
1 1
2 2

y x  .

故选：D.

【点睛】

本题主要考查了导数的几何意义的应用以及直线与圆的位置的应用，属于中档题.

6．【2019年新课标 3卷理科】已知曲线 e lnxy a x x  在点  1,ae 处的切线方程为 2y x b  ，

则

A． , 1a e b   B． , 1a e b  C． 1, 1a e b  D． 1, 1a e b  

【答案】D

【解析】

通过求导数，确定得到切线斜率的表达式，求得 a，将点的坐标代入直线方程，求得b．
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【详解】

详解： ln 1,xy ae x   

1| 1 2xk y ae    ， 1a e 

将 (1,1)代入 2y x b  得2 1, 1b b    ，故选 D．

【点睛】

本题关键得到含有 a，b的等式，利用导数几何意义和点在曲线上得到方程关系．

7．【2018年新课标 1卷理科】设函数    3 21f x x a x ax    ．若  f x 为奇函数，则曲线

 y f x 在点  0 0， 处的切线方程为( )

A． 2y x  B． y x  C． 2y x D． y x

【答案】D

【解析】

【详解】

分析：利用奇函数偶次项系数为零求得 1a  ，进而得到 ( )f x 的解析式，再对 ( )f x 求导得出

切线的斜率 k，进而求得切线方程.

详解：因为函数 ( )f x 是奇函数，所以 1 0a   ，解得 1a  ，

所以 3( )f x x x  ， 2( ) 3 1xf ' x  ，

所以 '(0) 1, (0) 0f f  ，

所以曲线 ( )y f x 在点 (0,0)处的切线方程为 (0) '(0)y f f x  ，

化简可得 y x ，故选 D.

点睛：该题考查的是有关曲线 ( )y f x 在某个点 0 0( , ( ))x f x 处的切线方程的问题，在求解的

过程中，首先需要确定函数解析式，此时利用到结论多项式函数中，奇函数不存在偶次项，

偶函数不存在奇次项，从而求得相应的参数值，之后利用求导公式求得 '( )f x ，借助于导数

的几何意义，结合直线方程的点斜式求得结果.

8．【2022年新高考 1卷】已知函数�(�) = �3 − � + 1，则（ ）

A．�(�)有两个极值点 B．�(�)有三个零点

C．点(0,1)是曲线� = �(�)的对称中心 D．直线� = 2�是曲线� = �(�)的切线

【答案】AC

【解析】
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【分析】

利用极值点的定义可判断 A，结合�(�)的单调性、极值可判断 B，利用平移可判断 C；利用

导数的几何意义判断 D.

【详解】

由题，�' � = 3�2 − 1，令�' � > 0 得� > 3
3
或� <− 3

3
，

令�'(�) < 0 得− 3
3

< � < 3
3
，

所以�(�)在( − 3
3

, 3
3

)上单调递减，在( − ∞, − 3
3

)，( 3
3

, + ∞)上单调递增，

所以� =± 3
3
是极值点，故 A正确；

因�( − 3
3

) = 1 + 2 3
9

> 0，�( 3
3

) = 1 − 2 3
9

> 0，� −2 =− 5 < 0，

所以，函数� � 在 −∞, − 3
3

上有一个零点，

当� ≥ 3
3
时，� � ≥ � 3

3
> 0，即函数� � 在

3
3

, + ∞ 上无零点，

综上所述，函数�(�)有一个零点，故 B错误；

令ℎ(�) = �3 − �，该函数的定义域为�，ℎ −� = −� 3 − −� =− �3 + � =− ℎ � ，

则ℎ(�)是奇函数，(0,0)是ℎ(�)的对称中心，

将ℎ(�)的图象向上移动一个单位得到�(�)的图象，

所以点(0,1)是曲线� = �(�)的对称中心，故 C正确；

令�' � = 3�2 − 1 = 2，可得� =± 1，又�(1) = � −1 = 1，

当切点为(1,1)时，切线方程为� = 2� − 1，当切点为( − 1,1)时，切线方程为� = 2� + 3，

故 D错误.

故选：AC.

9．【2022年全国乙卷】已知� = �1和� = �2分别是函数�(�) = 2�� − e�2（� > 0 且� ≠ 1）

的极小值点和极大值点．若�1 < �2，则 a的取值范围是____________．

【答案】
1
e
, 1

【解析】

【分析】

由�1, �2分别是函数� � = 2�� − e�2的极小值点和极大值点，可得� ∈ −∞, �1 ∪ �2, + ∞

时，�' � < 0，� ∈ �1, �2 时，�' � > 0，再分� > 1 和 0 < � < 1 两种情况讨论，方程 2ln� ⋅
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�� − 2e� = 0 的两个根为�1, �2，即函数� = ln� ⋅ ��与函数� = e�的图象有两个不同的交点，

构造函数� � = ln� ⋅ ��，利用指数函数的图象和图象变换得到�(�)的图象，利用导数的几

何意义求得过原点的切线的斜率，根据几何意义可得出答案.

【详解】

解：�' � = 2ln� ⋅ �� − 2e�，

因为�1, �2分别是函数� � = 2�� − e�2的极小值点和极大值点，

所以函数� � 在 −∞, �1 和 �2, + ∞ 上递减，在 �1, �2 上递增，

所以当� ∈ −∞, �1 ∪ �2, + ∞ 时，�' � < 0，当� ∈ �1, �2 时，�' � > 0，

若� > 1 时，当� < 0 时，2ln� ⋅ �� > 0,2e� < 0，则此时�' � > 0，与前面矛盾，

故� > 1 不符合题意，

若 0 < � < 1 时，则方程 2ln� ⋅ �� − 2e� = 0 的两个根为�1, �2，

即方程 ln� ⋅ �� = e�的两个根为�1, �2，

即函数� = ln� ⋅ ��与函数� = e�的图象有两个不同的交点，

∵0 < � < 1,∴函数� = ��的图象是单调递减的指数函数，

又∵ln � < 0,∴� = ln� ⋅ ��的图象由指数函数� = ��向下关于�轴作对称变换，然后将图象上

的每个点的横坐标保持不变，纵坐标伸长或缩短为原来的 ln � 倍得到，如图所示：

设过原点且与函数� = � � 的图象相切的直线的切点为 �0, ln� ⋅ ��0 ，

则切线的斜率为�' �0 = ln2� ⋅ ��0，

故切线方程为� − ln� ⋅ ��0 = ln2� ⋅ ��0 � − �0 ，

则有−ln� ⋅ ��0 =− �0ln2� ⋅ ��0，解得�0 = 1
ln�
，
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则切线的斜率为ln2� ⋅ �
1

ln� = eln2�，

因为函数� = ln� ⋅ ��与函数� = e�的图象有两个不同的交点，

所以 eln2� < e，解得
1
e

< � < e，

又 0 < � < 1，所以
1
e

< � < 1，

综上所述，�的范围为
1
e
, 1 .

【点睛】

本题考查了函数的极值点问题，考查了导数的几何意义，考查了转化思想及分类讨论思想，

有一定的难度.

10．【2022年新高考 1卷】若曲线� = (� + �)e�有两条过坐标原点的切线，则 a的取值范围

是________________．

【答案】( − ∞, − 4) ∪ (0, + ∞)

【解析】

【分析】

设出切点横坐标�0，利用导数的几何意义求得切线方程，根据切线经过原点得到关于�0的方

程，根据此方程应有两个不同的实数根，求得�的取值范围.

【详解】

∵� = (� + �)e�，∴�' = (� + 1 + �)e�，

设切点为(�0, �0),则�0 = �0 + � e�0,切线斜率� = �0 + 1 + � e�0,

切线方程为：� − �0 + � e�0 = �0 + 1 + � e�0(� − �0),

∵切线过原点，∴− �0 + � e�0 = �0 + 1 + � e�0( − �0),

整理得：�0
2 + ��0 − � = 0,

∵切线有两条，∴∆ = �2 + 4� > 0,解得� <− 4 或� > 0,

∴�的取值范围是( − ∞, − 4) ∪ (0, + ∞),

故答案为：( − ∞, − 4) ∪ (0, + ∞)

11．【2022年新高考 2卷】曲线� = ln|�|过坐标原点的两条切线的方程为____________，__

__________．

【答案】 � = 1
e
� � =− 1

e
�

【解析】
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【分析】

分� > 0 和� < 0 两种情况，当� > 0 时设切点为 �0, ln�0 ，求出函数的导函数，即可求出切

线的斜率，从而表示出切线方程，再根据切线过坐标原点求出�0，即可求出切线方程，当� < 0

时同理可得；

【详解】

解： 因为� = ln � ，

当� > 0 时� = ln�，设切点为 �0, ln�0 ，由�' = 1
�
，所以�'|�=�0 = 1

�0
，所以切线方程为� −

ln�0 = 1
�0

� − �0 ，

又切线过坐标原点，所以−ln�0 = 1
�0

− �0 ，解得�0 = e，所以切线方程为� − 1 = 1
e

� − e ，

即� = 1
e
�；

当� < 0 时� = ln −� ，设切点为 �1, ln − �1 ，由�' = 1
�
，所以�'|�=�1 = 1

�1
，所以切线方程

为� − ln − �1 = 1
�1

� − �1 ，

又切线过坐标原点，所以−ln − �1 = 1
�1

− �1 ，解得�1 =− e，所以切线方程为� − 1 =

1
−e

� + e ，即� =− 1
e
�；

故答案为：� = 1
e
�；� =− 1

e
�

12．【2021年甲卷理科】曲线
2 1

2
xy
x





在点  1, 3  处的切线方程为__________．

【答案】5 2 0x y  

【解析】

【分析】

先验证点在曲线上，再求导，代入切线方程公式即可．

【详解】

由题，当 1x   时， 3y   ，故点在曲线上．

求导得：
   

   2 2

2 2 2 1 5
2 2

x x
y

x x
  

 
 

 ，所以 1| 5xy   ．

故切线方程为5 2 0x y   ．

故答案为：5 2 0x y   ．
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13．【2021年新高考 2卷】已知函数 1 2( ) 1 , 0, 0xf x e x x  ，函数 ( )f x 的图象在点

  1 1,A x f x 和点   2 2,B x f x 的两条切线互相垂直，且分别交 y轴于 M，N两点，则
| |
| |
AM
BN

取值范围是_______．

【答案】( )0,1

【解析】

【分析】

结合导数的几何意义可得 1 2 0x x  ，结合直线方程及两点间距离公式可得

12
11 xeA xM    ， 22

21 xeB xN    ，化简即可得解.

【详解】

由题意，  
1 0

1
1, 0
,x

x

xe x
f x e

e x



 


 

 


，则  
0

,
,

0

x

x

x
f x

e
e
x








，

所以点  11,1
xA x e 和点  2

2 , 1xB x e  ， 1 2,x x
AM BNk e k e   ,

所以 1 2
1 21, 0x xe e x x      ，

所以    1 1 1 1
1 1, 0: , 11 x x x xe e x x eAM ey M x       ，

所以  1 1
2 22

1 1 11x xx e x e xAM     ，

同理 22
21 xeB xN    ,

所以  
1 1 1

1

2 12

2 2 2
1

2 22
2

1 1 1 0,1
1 11

x x x
x

x xx

e x e e e
e eeN x

AM
B   

   


  
 .

故答案为：( )0,1

【点睛】

关键点点睛：

解决本题的关键是利用导数的几何意义转化条件 1 2 0x x  ，消去一个变量后，运算即可得

解.

14．【2019年新课标 1卷理科】曲线 23( )exy x x  在点 (0,0)处的切线方程为___________．

【答案】 3 0x y  .
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【解析】

【分析】

本题根据导数的几何意义，通过求导数，确定得到切线的斜率，利用直线方程的点斜式求得

切线方程

【详解】

详解： / 2 23(2 1) 3( ) 3( 3 1) ,x x xy x e x x e x x e      

所以，
/

0| 3xk y  

所以，曲线 23( )exy x x  在点 (0,0)处的切线方程为 3y x ，即 3 0x y  ．

【点睛】

准确求导数是进一步计算的基础，本题易因为导数的运算法则掌握不熟，二导致计算错误．求

导要“慢”，计算要准，是解答此类问题的基本要求．

15．【2018年新课标 1卷理科】已知函数   2sin sin 2f x x x  ，则  f x 的最小值是______

_______．

【答案】
3 3
2



【解析】

【详解】

分析：首先对函数进行求导，化简求得     1' 4 cos 1 cos
2

f x x x    
 

，从而确定出函数的单

调区间，减区间为  52 ,2
3 3

k k k Z       
，增区间为  2 ,2

3 3
k k k Z       

，确定

出函数的最小值点，从而求得
3 3sin ,sin2
2 2

x x    代入求得函数的最小值.

详解：    2 1' 2cos 2cos2 4cos 2cos 2 4 cos 1 cos
2

f x x x x x x x         
 

，所以当
1cos
2

x  时

函数单调减，当
1cos
2

x  时函数单调增，从而得到函数的减区间为

 52 ,2
3 3

k k k Z       
，函数的增区间为  2 ,2

3 3
k k k Z       

，所以当

2 ,
3

x k k Z   时，函数  f x 取得最小值，此时
3 3sin ,sin2
2 2

x x    ，所以� � min =

2 × ( − 3
2

) − 3
2

=− 3 3
2
，故答案是

3 3
2

 .

点睛：该题考查的是有关应用导数研究函数的最小值问题，在求解的过程中，需要明确相关
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的函数的求导公式，需要明白导数的符号与函数的单调性的关系，确定出函数的单调增区间

和单调减区间，进而求得函数的最小值点，从而求得相应的三角函数值，代入求得函数的最

小值.

16．【2018年新课标 2卷理科】曲线 2 ln( 1)y x  在点 (0, 0)处的切线方程为__________．

【答案】 2y x

【解析】

【分析】

先求导数，再根据导数几何意义得切线斜率，最后根据点斜式求切线方程.

【详解】

2 2 2 2
1 0 1

y k y x
x

     







【点睛】

求曲线的切线要注意“过点 P的切线”与“在点 P处的切线”的差异，过点 P的切线中，点 P

不一定是切点，点 P也不一定在已知曲线上，而在点 P处的切线，必以点 P为切点.

17．【2018年新课标 3卷理科】曲线  1 exy ax  在点  0 1， 处的切线的斜率为 2 ，则 a _

_______．

【答案】 3

【解析】

【分析】

求导，利用导数的几何意义计算即可．

【详解】

解：  y 1x xae ax e  

则  f 0 1 2a   

所以 3a  

故答案为-3.

【点睛】

本题主要考查导数的计算和导数的几何意义，属于基础题．
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